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ΠΔΡΙΛΗΦΗ 
ηελ εξγαζία απηή πξνηείλεηαη κηα κέζνδνο Πεπεξαζκέλσ Όγθσλ γηα ηελ πξνζνκνίσζε ειαζην-

ημσδνπιαζηηθώλ ξνώλ, κνληεινπνηεκέλσλ ζύκθσλα κε ην θαηαζηαηηθό κνληέιν ηνπ Saramito (2009). 

Η κέζνδνο ζπγγελεύεη κε αληίζηνηρεο κεζόδνπο γηα ημσδνειαζηηθέο ξνέο. Δίλαη εθαξκόζηκνε ζε 

ζπληνπηζκέλα πιέγκαηα, δνκεκέλα θαη κε-δνκεκέλα, θαη πεξηιακβάλεη κηα θαηλνύξηα κέζνδν 

ζηαζεξνπνίεζεο ηεο πίεζεο, ηύπνπ «παξεκβνιήο νξκήο». Η ζηαζεξνπνίεζε ησλ ηαρπηήησλ θαη ησλ 

ηάζεσλ επηηπγράλεηαη κέζσ κηαο ηερληθήο πξνζζαθαίξεζεο ηερλεηώλ όξσλ δηάρπζεο ζηελ εμίζσζε 

νξκήο, θαη ηεο ρξήζεο ηνπ ζρήκαηνο πςειήο αλάιπζεο CUBISTA ζηελ θαηαζηαηηθή εμίζσζε. Γηα ηε 

ρξνληθή δηαθξηηνπνίεζε ρξεζηκνπνηείηαη έλα ζρήκα αθξίβεηαο 2
εο

 ηάμεο κε κεηαβιεηό ρξνληθό βήκα. 

Η κέζνδνο ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ πξνζνκνίσζε ηεο ξνήο ελόο πεθηώκαηνο ηύπνπ Carbopol ζε κηα 

ηεηξάγσλε θιεηζηή θνηιόηεηα, θαη ηα απνηειέζκαηα ζπγθξίλνληαη κε απηά πνπ δίλεη ην θιαζηθό 

ημσδνπιαζηηθό κνληέιν Herschel-Bulkley. Πξαγκαηνπνηνύληαη πξνζνκνηώζεηο γηα δηάθνξεο 

ηαρύηεηεο ηνπ άλσ ηνηρώκαηνο, κε ζπλζήθεο νιίζζεζεο θαη κε-νιίζζεζεο ζην ηνίρσκα, θαη κε 

δηαθνξεηηθέο αξρηθέο ζπλζήθεο όζνλ αθνξά ηηο ηάζεηο, Δπίζεο, εμεηάδεηαη ε παύζε ηεο ξνήο κεηά από 

απόηνκε αθηλεηνπνίεζε ηνπ άλσ ηνηρώκαηνο. 

 

Λέξειρ Κλειδιά: Διαζην-ημσδνπιαζηηθόηεηα, κε-Νεπηώληα ξεπζηνκεραληθή, αξηζκεηηθή 

πξνζνκνίσζε, κέζνδνο πεπεξαζκέλσλ όγθσλ. 

 

1. ΔΙΑΓΧΓΗ 

Σα ημσδνπιαζηηθά ξεπζηά είλαη πιηθά ηα νπνία ξένπλ εθόζνλ νη αζθνύκελεο ζε απηά ηάζεηο 

ππεξβαίλνπλ ζε κέγεζνο κηα θξίζηκε ηηκή, ηελ ηάζη διαπποήρ (yield stress), ελώ ζε δηαθνξεηηθή 

πεξίπησζε ζπκπεξηθέξνληαη σο ζηεξεά. Σα πιηθά απηά ραξαθηεξίδνληαη από πιήξε 

αληηζηξεςηκόηεηα ησλ δνκηθώλ αιιαγώλ πνπ πξνθαινύληαη από ηελ πιαζηηθή παξακόξθσζε 

(Coussot (2017, 2018)), ζε αληίζεζε κε ηα θνηλά ζηεξεά ηα νπνία επίζεο κπνξνύλ λα ππνζηνύλ 

πιαζηηθή παξακόξθσζε ε νπνία όκσο πξνθαιεί κόληκεο αιιαγέο ζε απηά. ηελ θαηεγνξία ησλ 

ημσδνπιαζηηθώλ πιηθώλ αλήθνπλ πιηθά όπσο αθξνί, γαιαθηώκαηα, θνιινεηδή θαη θπζηθά 

πεθηώκαηα, θαη ν κεραληζκόο κέζσ ηνπ νπνίνπ εθδειώλεηαη ε ύπαξμε ηάζεο δηαξξνήο κπνξεί λα 

δηαθέξεη ζε θάζε θαηεγνξία πιηθνύ (Bonn et al. (2017)), αλ θαη ζε θάζε πεξίπησζε ζρεηίδεηαη κε ηελ 

πνιύπινθε κηθξνζθνπηθή δνκή ηνπ πιηθνύ. Σα πιηθά απηά παξνπζηάδνπλ ελδηαθέξνλ ζε αξθεηέο 

βηνκεραλίεο (πεηξειαηνεηδώλ, θαηαζθεπώλ, θαιιπληηθώλ, ηξνθίκσλ θ.α.). 

 

Ο πξώηνο ν νπνίνο κειέηεζε ζε βάζνο απηήλ ηελ θαηεγνξία πιηθώλ ήηαλ ν Eugene Bingham (1922), 

ν νπνίνο πξόηεηλε θαη ηελ γλσζηή θαηαζηαηηθή εμίζσζε πνπ θέξεη ην όλνκά ηνπ γηα ηελ πεξηγξαθή 

ηεο ζπκπεξηθνξάο ηνπο. ηνλ πεξίπνπ έλα αηώλα πνπ κεζνιάβεζε από ηόηε έρνπλ πξνηαζεί θαη άιιεο 

θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο, κε πην πεηπρεκέλε απηή ησλ Herschel & Bulkley (1926) θαη ηελ ηξηδηάζηαηε 

γελίθεπζή ηεο (Hohenemser & Prager (1932)), όκσο κέρξη πνιύ πξόζθαηα ε επηθξαηνύζα ππόζεζε 

ζηελ νπνία βαζίδνληαλ απηέο νη θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο ήηαλ όηη ην πιηθό, θαη ζηελ ζηεξεή θαη ζηελ 
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ξεπζηή κνξθή ηνπ, ζπκπεξηθέξεηαη αλειαζηηθά, κε θάπνηεο εμαηξέζεηο (π.ρ. Oldroyd (1947)). Η 

ζεώξεζε απηή νδεγεί ζε αζπλερείο θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο όπνπ ε θαηάζηαζε ηεο ζηεξεήο θάζεο δελ 

είλαη θαιώο νξηζκέλε, θαη ε επίιπζε ησλ νπνίσλ γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε δηδηάζηαησλ θαη 

ηξηδηάζηαησλ πξνζνκνηώζεσλ απαηηεί εμεηδηθεπκέλεο ηερληθέο (Mitsoulis & Tsamopoulos (2017), 

Saramito & Wachs (2017)). 

 

Δληνύηνηο, ηα ηειεπηαία ρξόληα έρεη αλαγλσξηζηεί όηη ζε πνιιέο πεξηπηώζεηο απηέο νη θιαζηθέο 

ημσδνειαζηηθέο θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο δελ πεξηγξάθνπλ επαξθώο ηελ ζπκπεξηθνξά πξαγκαηηθώλ 

πιηθώλ, ησλ νπνίσλ ε ζηεξεή θάζε ζπκπεξηθέξεηαη ειαζηηθά, αιιά θαη ε ξεπζηή θάζε 

ζπκπεξηθέξεηαη ημσδνειαζηηθά. Γηα ην ιόγν απηό έρνπλ αλαπηπρζεί ελαζηοϊξωδοπλαζηικέρ 

θαηαζηαηηθέο εμηζώζεηο νη νπνίεο πεξηγξάθνπλ ηαπηόρξνλα ειαζηηθή, ημώδε, θαη πιαζηηθή 

ζπκπεξηθνξά. Μηα επηηπρεκέλε ηέηνηα εμίζσζε είλαη απηή πνπ πξνηάζεθε από ηνλ Saramito (2009) ε 

νπνία εηζάγεη ειαζηηθόηεηα ζην θιαζηθό κνληέιν Herschel-Bulkley, θαη ε νπνία έρεη αμηνινγεζεί 

ζεηηθά γηα ηελ πξνζνκνίσζε ξνώλ αθξώλ (Cheddadi et al., 2012) θαη πεθησκάησλ ηύπνπ Carbopol 

(Lacaze et al., 2015). 

 

Πξνο ην παξόλ νη θαηαζηαηηθέο απηέο εμηζώζεηο έρνπλ δνθηκαζηεί θπξίσο ζε ξενκεηξηθέο ξνέο. Γηα λα 

δνθηκαζηνύλ ζε πξνζνκνηώζεηο πνιύπινθσλ ξνώλ, ώζηε λα αμηνινγεζεί ε ηθαλόηεηά ηνπο λα 

αλαπαξηζηνύλ ηελ ζπκπεξηθνξά πξαγκαηηθώλ πιηθώλ, απαηηνύληαη απνδνηηθνί αξηζκεηηθνί ιύηεο. Οη 

ιηγνζηέο πνιπδηάζηαηεο πξνζνκνηώζεηο ηέηνησλ ξνώλ πνπ ππάξρνπλ ζηελ βηβιηνγξαθία έρνπλ 

πξαγκαηνπνηεζεί θπξίσο κε κεζόδνπο πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ. ηελ παξνύζα εξγαζία πξνηείλνπκε 

κηα κέζνδν πεπεξαζκέλσλ όγθσλ, θαη ηελ εθαξκόδνπκε γηα ηελ πξνζνκνίσζε ηεο ξνήο ζε θιεηζηή 

ηεηξάγσλε θνηιόηεηα, πνπ απνηειεί ζύλεζεο πξόβιεκα αλαθνξάο γηα αξηζκεηηθέο κεζόδνπο 

ππνινγηζηηθήο ξεπζηνκεραληθήο. 

 

2. ΟΙ ΓΙΔΠΟΤΔ ΔΞΙΧΔΙ 

Η ειαζην-ημσδνπιαζηηθή ξνή δηέπεηαη από ηηο εμηζώζεηο ζπλέρεηαο θαη νξκήο, 
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όπνπ π είλαη ε ππθλόηεηα (ζεσξείηαη ζηαζεξή), u ην δηάλπζκα ηεο ηαρύηεηαο, p ε πίεζε, θαη η ν 

ηαλπζηήο ησλ ειαζην-ημσδνπιαζηηθώλ ηάζεσλ. Απηέο νξίδνληαη από ην ειαζην-ημσδνπιαζηηθό 

κνληέιν ηνπ Saramito (2009): 

 

 
e      (2.3) 

όπνπ γ = u + (u)
T
 είλαη ν ηαλπζηήο ηoπ ξπζκνύ παξακόξθσζεο, κ είλαη έλα Νεπησληθό ημώδεο, θαη 

ηe είλαη ε ζπληζηώζα πνπ πεξηιακβάλεη ηα ειαζηηθά θαη πιαζηηθά θαηλόκελα θαη νξίδεηαη από ηελ 

εμίζσζε: 
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όπνπ k θαη n είλαη ν δείθηεο ζπλνρήο θαη ν εθζέηεο ηνπ κνληέινπ Herschel-Bulkley, G είλαη ην κέηξν 

ειαζηηθόηεηαο, θαη ηy είλαη ε ηάζε δηαξξνήο. Η άλσ-ζπλαγόκελε παξάγσγνο νξίδεηαη σο 
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Δπίζεο, ζηελ εμίζσζε (2.4) εκθαλίδεηαη ην κέηξν ηνπ ηαλπζηή ησλ απνθιηλνπζώλ ηάζεσλ (deviatoric 

stress tensor), 

 

  , , , ,           όπου      
1 1

: tr
2 3

  e d e d e d e d e e I          (2.6) 

 

όπνπ tr(η) = ηxx + ηyy + ηzz είλαη ην ίρλνο ηνπ ηαλπζηή η. Η ζπλάξηεζε “max” ζηελ εμίζσζε (2.4) 

επηβάιιεη ξνή κόλν όηαλ ην κέηξν ηνπ ηαλπζηή ηe,d είλαη κεγαιύηεξν από ηελ ηάζε δηαξξνήο. Απηό 

αθξηβώο είλαη ην θξηηήξην δηαξξνήο ηνπ von Mises, πνπ ππνζέηεη όηη κηα ηζόηξνπε θαηάζηαζε 

ηάζεσλ, ηe = cI, πνπ ε απνθιίλνπζα ζπληζηώζα ηεο, ηe,d, είλαη κεδέλ, δελ κπνξεί λα πξνθαιέζεη 

δηαξξνή. Σν κνληέιν ηνπ Saramito (2009) κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί κε ην κεραληθό αλάινγν ηνπ 

ρήκαηνο 1. 

 

 
 

σήμα 1: Μεραληθό αλάινγν ηνπ ειαζηντμσδνπιαζηηθνύ κνληέινπ ηνπ Saramito (2009). 

 

 

3. ΜΔΘΟΓΟ ΠΔΠΔΡΑΜΔΝΧΝ ΟΓΚΧΝ 

Η κέζνδνο βαζίδεηαη ζηελ αληίζηνηρε κέζνδν πεπεξαζκέλσλ όγθσλ γηα ημσδνειαζηηθέο ξνέο πνπ 

παξνπζηάζηεθε ζην πξνεγνύκελν ζπλέδξην (πξάθνο & Γεκαθόπνπινο, 2016): ρξεζηκνπνηεί 

ζπληνπηζκέλα (δνκεκέλα ή κε δνκεκέλα) πιέγκαηα, κε ηηο εμηζώζεηο ζπλέρεηαο θαη νξκήο 

δηαθξηηνπνηεκέλεο κε θεληξηθέο δηαθνξέο, θαη ηνπο όξνπο ζπλαγσγήο ηεο θαηαζηαηηθήο εμίζσζεο κε 

ην ζρήκα πςειήο αλάιπζεο CUBISTA (Alves et al., 2003). Σν πξνθύπηνλ ζύζηεκα αιγεβξηθώλ 

εμηζώζεσλ επηιύεηαη κε ηνλ αιγόξηζκν SIMPLE κε έλαλ επηηαρπληή πνιιαπιώλ πιεγκάησλ. Γηα 

πεξηζζόηεξεο ιεπηνκέξεηεο ν αλαγλώζηεο παξαπέκπεηαη ζηελ εξγαζία ησλ πξάθνπ θαη 

Γεκαθόπνπινπ (2016). Η παξνύζα εξγαζία ζα επηθεληξσζεί ζε κηα ζεηξά θαηλνηόκσλ 

ραξαθηεξηζηηθώλ πνπ εηζήρζεζαλ γηα λα επηηξέςνπλ ηελ πινπνίεζε ηνπ κνληέινπ ηνπ Saramito.  

 

Καη’αξρήλ, κε βάζε επηιεγκέλεο ραξαθηεξηζηηθέο θιίκαθεο κήθνπο θαη ηαρύηεηαο L θαη U (π.ρ. ην 

κήθνο θαη ε ηαρύηεηα ηνπ άλσ ηνηρώκαηνο, γηα ην πξόβιεκα ηεο ξνήο ζε ηεηξάγσλε θνηιόηεηα), 

νξίδνπκε κηα ραξαθηεξηζηηθή ηάζε S θαη έλα ραξαθηεξηζηηθό ημώδεο η σο 
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Οη θπξηόηεξεο θαηλνηνκίεο ηεο κεζόδνπ είλαη νη εμήο: 

 

▪ Καινούρια «παρεμβολή ορμής» 

Η πξώηε θαηλνηνκία ηεο κεζόδνπ είλαη κηα ηερληθή ηύπνπ «παξεκβνιήο νξκήο» (Rhie & Chow, 

1983). Απηή ε νηθνγέλεηα ηερληθώλ έρεη θαζηεξσζεί ζε ζπληνπηζκέλα πιέγκαηα, γηα ηελ θαηαζηνιή 
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ςεπδώλ ηαιαληώζεσλ πίεζεο. Η λέα παξαιιαγή έρεη ην πιενλέθηεκα έλαληη ηεο ζπληξηπηηθήο 

πιεηνςεθίαο ησλ πξνεγνπκέλσο πξνηαζεηζώλ παξαιιαγώλ όηη δελ εμαξηάηαη από ηνλ αιγόξηζκν 

αιγεβξηθήο επίιπζεο SIMPLE θαη επνκέλσο θαη 'αξρήλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί κε νπνηνλδήπνηε 

άιιν επηιύηε, π.ρ. έλαλ επηιύηε Newton. Δδώ δελ γίλεηαη ρξήζε απηνύ ηνπ πιενλεθηήκαηνο, θαζώο ν 

ρξεζηκνπνηνύκελνο ιύηεο είλαη πξάγκαηη ν SIMPLE, αιιά ε λέα ηερληθή είλαη πην δηαθαλήο θαη 

πξνζαξκόζηκε, θαη ρξεζηκνπνηείηαη επθνιόηεξα ζε ζπλδπαζκό κε ηνλ επηηαρπληή πνιιαπιώλ 

πιεγκάησλ. Με ηε λέα ηερληθή, ε ξνή κάδαο κέζσ κηαο επηθάλεηαο f ελόο πεπεξαζκέλνπ όγθνπ P (βι. 

ρήκα 2) πξνζεγγίδεηαη σο 
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f f c f f fM s u n u u      
 

  (2.8) 

 

όπνπ sf είλαη ην εκβαδό ηεο πιεπξάο f, nf είλαη ην κνλαδηαίν θάζεην δηάλπζκά ηεο κε θνξά πξνο ηα έμσ 

ηνπ P, ucf είλαη ην δηάλπζκα ηεο ηαρύηεηαο ππνινγηζκέλν κε θεληξηθέο δηαθνξέο  ζην θέληξν ηεο 

πιεπξάο, cf, θαη νη ζηαζεξνπνηεηηθνί όξνη uf
p+

 θαη uf
p–

 νξίδνληαη σο: 

 

    ,
f f

p mi p mi

f f P N f f fm
u a p p u a p P N         (2.9) 

 

όπνπ ν δείθηεο θάζε κεηαβιεηήο ππνδειώλεη ην ζεκείν όπνπ ιακβάλεηαη ε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο (ρ. 

2), θαη ε θιίζε πίεζεο ζηνλ όξν uf
p–

 ππνινγίδεηαη σο ην εκηάζξνηζκα ησλ θιηζεσλ ζηα ζεκεία P θαη 

Nf, νη νπνίεο κε ηε ζεηξά ηνπο ππνινγίδνληαη κε έλα ζρήκα ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ. Ο ζπληειεζηήο 

af
mi

 νξίζηεθε σο εμήο, κε βάζε ην ηζνδύγην νξκήο ζηελ πεξηνρή ηεο πιεπξάο f: 
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όπνπ Γt είλαη ην ρξνληθό βήκα, η είλαη ην ημώδεο πνπ δίλεηαη από ηελ Δμ. (2.7), ΩP, ΩNf είλαη νη όγθνη 

ησλ θειηώλ εθαηέξσζελ ηεο πιεπξάο, θαη D = 2 ή 3, γηα δηδηάζηαηα θαη ηξηδηάζηαηα πξνβιήκαηα 

αληηζηνίρσο. Απηή ε ηερληθή δηαπηζηώζεθε όηη θαηαζηέιιεη εληειώο ηηο ςεπδείο ηαιαληώζεηο πίεζεο. 

 

 
σήμα 2: Ο πεπεξαζκέλνο όγθνο P θαη νη γείηνλέο ηνπ, Nf. Οξίδνληαη ηα γεσκεηξηθά ραξαθηεξηζηηθά 

πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ πιεπξά f=1. 

 

 

▪ Καινούρια ηετνική «προζθαθαίρεζης διάτσζης» 

Έλα παξόκνην δήηεκα ςεπδώλ ηαιαληώζεσλ πξνθύπηεη θαη σο πξνο ηηο ηαρύηεηεο επεηδή, αληίζεηα κε 

ηελ Νεπησληθή πεξίπησζε, ε εμίζσζε νξκήο (2.2) δελ πεξηιακβάλεη δεύηεξεο παξαγώγνπο ηαρύηεηαο. 

Απηό ην δήηεκα πξνθύπηεη θαη ζηελ ημσδνειαζηηθόηεηα, όπνπ κηα δεκνθηιήο ηερληθή αληηκεηώπηζήο 

ηνπ είλαη απηή ηεο "πξνζζαθαίξεζεο δηάρπζεο» (both sides diffusion) όπνπ ηερλεηνί όξνη δηάρπζεο 
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πξνζηίζεληαη θαί ζηα δύν κέιε ηεο εμίζσζεο νξκήο, αιιά δηαθξηηνπνηνύληαη κε δηαθνξεηηθό ηξόπν 

(π.ρ. Pimenta & Alves (2017), Fernandes et al. (2017)). Πξόθεηηαη γηα κηα ηερληθή πνπ είλαη ζπγγελήο 

κε ηελ «παξεκβνιή νξκήο». Απαηηείηαη ε ρξήζε θάπνηνπ αληηπξνζσπεπηηθνύ ημώδνπο, πνπ ζπλήζσο 

ζε κεζόδνπο γηα ημσδνειαζηηθέο ξνέο ηίζεηαη ίζν κε ην πνιπκεξηθό ημώδεο. ηελ παξνύζε πεξίπησζε, 

θαζώο έλα ηέηνην ημώδεο δελ είλαη δηαζέζηκν, ρξεζηκνπνηήζακε ην ημώδεο ε πνπ νξίδεηαη από ηελ 

εμίζσζε (2.7). Η παξνύζα ηερληθή ινηπόλ ζπλίζηαηαη ζηνλ ππνινγηζκό ηεο ειαζην-ημσδνπιαζηηθήο 

δύλακεο πάλσ ζηελ πιεπξά f ηνπ θειηνύ P σο 

 

 
ff f f c f fF s n D D        

 
  (2.11) 

 

όπνπ θαη πάιη νη όξνη Df είλαη ζηαζεξνπνηεηηθνί όξνη, θαη νξίδνληαη σο 

 

 
, ,

, ,,
f

f

i N i P

f i f i i fm

f

u u
D D u d

N P

   


     


  (2.12) 

 

Πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη ε εμίζσζε (2.11) είλαη κηα δηαλπζκαηηθή έθθξαζε, θαη επνκέλσο θαη νη όξνη 

Df είλαη θαη απηνί δηαλύζκαηα – ε εμίζσζε (2.12) νξίδεη ηελ i-ζπληζηώζα ηνπο. Σν κνλαδηαίν 

δηάλπζκα df έρεη θαηεύζπλζε από ην θέληξν ηνπ P πξνο ην θέληξν ηνπ Nf (ρ. 2). Καη πάιη ε ηερληθή 

απηή βξέζεθε ζηελ πξάμε λα εμαιείθεη ηελ πηζαλόηεηα εκθάληζεο αθύζηθσλ ηαιαληώζεσλ 

ηαρύηεηαο. Σαπηόρξνλα, επαλεηζάγνληαο όξνπο δηάρπζεο ηεο ηαρύηεηαο ζηηο εμηζώζεηο νξκήο 

βειηηώλεηαη ε ζύγθιηζε ηνπ επηιύηε SIMPLE. 

 

▪ Μεηαβληηή τρονική διακριηοποίηζη 
Γηα ηελ δηαθξηηνπνίεζε ησλ ρξνληθώλ παξαγώγσλ ησλ εμηζώζεσλ νξκήο θαη ηάζεσλ 

ρξεζηκνπνηήζακε έλα ζρήκα ηξηώλ επηπέδσλ, αθξίβεηαο 2
εο

 ηάμεο, παξόκνην κε απηό πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε από ηνπο πξάθν θαη Γεκαθόπνπιν (2016). Απηή ην θνξά όκσο επεηξέςακε ηελ 

απηόκαηε πξνζαξκνγή ηνπ ρξνληθνύ βήκαηνο. πγθεθξηκέλα, ην θαηλνύξην ρξνληθό βήκα ζρεηίδεηαη 

κε ην παιηό κε έλαλ παξάγνληα r σο Γtnew = rΓtold, όπνπ r = (gt /g)
1/2

, κε ηελ ηηκή gt λα είλαη έλαο 

πξνεπηιεγκέλνο ζηόρνο γηα ην επίπεδν ηνπ ρξνληθνύ ζθάικαηνο απνθνπήο (π.ρ. 10
–3
) ελώ g είλαη ε 

εθηίκεζε ηνπ παξόληνο ζθάικαηνο απνθνπήο πνπ ππνινγίδεηαη σο 

 

 

2
*

1 P P
P

P old

g
t

  
   

  
   (2.13) 

 

ηελ παξαπάλσ εμίζσζε, Ω είλαη ν ζπλνιηθόο όγθνο ηνπ ππνινγηζηηθνύ ρσξίνπ, ε άζξνηζε γίλεηαη ζε 

όια ηα θειιηά P ηνπ πιέγκαηνο, ϕ είλαη νπνηαδήπνηε από ηηο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο (ζπληζηώζεο 

ησλ ηαρπηήησλ ή ησλ ηάζεσλ) πιελ ηεο πίεζεο, όπσο ππνινγίζηεθε ζην πξνεγνύκελν ρξνληθό βήκα, 

θαη ϕ
*
 ε ηηκή ηεο πνπ εθηηκήζεθε πξηλ ηελ επίιπζε ηνπ πξνεγνύκελνπ ρξνληθνύ βήκαηνο, κε 

πξνεθβνιή ρξεζηκνπνηώληαο ην ίδην ηεηξαγσληθό πνιπώλπκν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη θαη γηα ηελ 

δηαθξηηνπνίεζε ηξηώλ ρξνληθώλ επηπέδσλ. Απηή ε δηαδηθαζία επαλαιακβάλεηαη γηα θάζε εμαζηεκέλε 

κεηαβιεηή ϕ εθηόο από ηελ πίεζε, θαη ε κηθξόηεξε ηηκή ηνπ r κεηαμύ όισλ απηώλ είλαη απηή πνπ ελ 

ηέιεη ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ κεγέζνπο ηνπ θαηλνύξηνπ ρξνληθνύ βήκαηνο. Απηή ε 

δηαδηθαζία απηνκαηνπνηεκέλεο κεηαβνιήο ηνπ ρξνληθνύ βήκαηνο είλαη πνιύ ρξήζηκε γηα ηηο ειαζην-

ημσδνπιαζηηθέο πξνζνκνηώζεηο δηόηη ηα ρξνληθά ζθάικαηα πξέπεη λα θξαηεζνύλ ζε ρακειό επίπεδν 

αθόκα θαη όηαλ ε πξνζνκνίσζε έρεη ζηόρν ηελ ηειηθή ρξνληθά ζηαζεξή θαηάζηαζε. Απηό ζπκβαίλεη 

γηαηί ην κνληέιν ηνπ Saramito πξνβιέπεη κηα απεηξία ζηαζεξώλ θαηαζηάζεσλ αλάινγα κε ηηο αξρηθέο 

ζπλζήθεο (Cheddadi et al., 2012), θαη επνκέλσο κηα αλεπαξθήο ρξνληθή δηαθξηηνπνίεζε κπνξεί λα 

νδεγήζεη ζε ιαλζαζκέλε ζηαζεξή θαηάζηαζε, θαηη πνπ δηαπηζηώζεθε ζηηο πξνζνκνηώζεηο πνπ 

πξαγκαηνπνηήζακε. 
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4. ΡΟΗ Δ ΚΛΔΙΣΗ ΚΟΙΛΟΣΗΣΑ 

Η κέζνδνο εθαξκόζηεθε ζην δεκνθηιέο πξόβιεκα αλαθνξάο ηεο ξνήο ζε θιεηζηή ηεηξάγσλε 

θνηιόηεηα κε θηλνύκελν άλσ ηνίρσκα. Οη παξάκεηξνη ηνπ κνληέινπ Saramito επηιέρζεθαλ έηζη ώζηε 

λα αληηπξνζσπεύνπλ έλα πήθησκα ηύπνπ Carbopol, πνπ ζεσξείηαη ζπλήζσο σο πξσηόηππν 

ημσδνπιαζηηθό ξεπζηό. πγθεθξηκέλα, κε βάζε ηελ πξνζαξκνγή ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ ζε 

πεηξακαηηθά ξενκεηξηθά δεδνκέλα πεθηώκαηνο Carbopol 0.2% θαηά βάξνο πνπ πξαγκαηνπνίεζαλ νη 

Lacaze et al. (2015), νξίζακε θ = 0 Pa.s, ηy = 70 Pa, G = 400 Pa, k = 20 Pa.s
0.4

, n = 0.40, θαη π = 1000 

kg/m
3
. Η θνηιόηεηα είλαη ηεηξάγσλε κε πιεπξά κήθνπο L = 0.1 m θαη ν άλσ ηνίρνο (θάιπκκα) 

θηλείηαη πξνο ηα δεμηά κε ηαρύηεηα U = 0.025, 0.100 ή 0.400 m/s. Σν πιέγκα έρεη πεξίπνπ 150,000 

πεπεξαζκέλνπο όγθνπο. 

 

ην ρήκα 3 ηα πεδία ξνήο (ζρεδόλ) ζηαζεξήο θαηάζηαζεο απεηθνλίδνληαη κε ηηο ιεπθέο πεξηνρέο λα 

αληηπξνζσπεύνπλ ξεπζηνπνηεκέλν πιηθό θαη ηηο ζθηαζκέλεο πεξηνρέο λα αληηπξνζσπεύνπλ 

ζηεξενπνηεκέλν πιηθό, ελώ απεηθνλίδνληαη θαη γξακκέο ξνήο. Απεηθνλίδνληαη ηόζν ηα πεδία ξνήο πνπ 

πξνβιέπεη ην κνληέιν ηνπ Saramito (άλσ ζεηξά δηαγξακκάησλ) όζν θαη απηά πνπ πξνβιέπνληαη από 

ην θιαζηθό κνληέιν Herschel-Bulkley (θάησ ζεηξά δηαγξακκάησλ) . Δίλαη ελδηαθέξνλ λα ζεκεησζεί 

όηη ζηελ πεξίπησζε ηνπ κνληέινπ Saramito νη ζηεξενπνηεκέλεο πεξηνρέο θνληά ζηνλ πάην ηεο 

θνηιόηεηαο δελ έρνπλ αθόκε επεθηαζεί ζηελ ηειηθή έθηαζή ηνπο, αιιά απηό ζα απαηηνύζε πνιύ 

κεγάιν (πηζαλώο άπεηξν) ρξόλν, επεηδή ν ξπζκόο ραιάξσζεο ησλ ηάζεσλ κεηώλεηαη θαζώο ην κέγεζνο 

ηνπ ηαλπζηή απνθιηλόλησλ ηάζεσλ πξνζεγγίδεη ηελ ηάζε δηαξξνήο (ηe,d → ηy ζηελ θαηαζηαηηθή 

εμίζσζε (2.4) θαη ν όξνο “max” ηείλεη ζην κεδέλ). Ωο εθ ηνύηνπ, ην ξεπζηνπνηεκέλν πιηθό θνληά 

ζηελ θάησ ζηεξενπνηεκέλε δώλε είλαη ζηα πξόζπξα ηεο ζηεξενπνίεζεο, αιιά απηή είλαη κηα πνιύ 

αξγή δηαδηθαζία. 

 

 
 

σήμα 3: Πεδία ξνήο όπσο πξνβιέπνληαη από ην κνληέιν ηνπ Saramito (πάλσ ζεηξά, SHB) θαη από 

ην κνληέιν Herschel-Bulkley (θάησ ζεηξά, HB), ζε ρξόλνπο πνπ αληηζηνηρνύλ πεξίπνπ ζηελ ζηαζεξή 

θαηάζηαζε. 
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Πίνακαρ 1: πληεηαγκέλεο ηνπ θέληξνπ ηεο δίλεο, (xc,yc), θαη ηζρύο απηήο, ψc, θαλνληθνπνηεκέλεο δηα 

L θαη LU αληηζηνίρσο, γηα δηάθνξεο πεξηπηώζεηο. 
 

 
 
ηνλ Πίλαθα 1 αλαγξάθνληαη ην θέληξν (xc/L, yc/L) θαη ε ηζρύο ψc/(LU) ηεο θεληξηθήο δίλεο γηα θάζε 

πεξίπησζε (“SHB” είλαη ην κνληέιν Saramito, θαη “HB” ην θιαζηθό Herschel-Bulkley). Οη δίλεο ηνπ 

κνληέινπ SHB είλαη κεηαηνπηζκέλεο ειαθξώο πξνο ηα αξηζηεξά, θάηη πνπ είλαη ραξαθηεξηζηηθό ηεο 

ειαζηηθόηεηαο ηεο ξνήο. Σα πεδία ξνήο HB είλαη ζρεδόλ εληειώο ζπκκεηξηθά, εθηόο από ηελ 

πεξίπησζε U = 0.400 m/s όπνπ ε ξνή είλαη ειαθξώο αζύκκεηξε θαη ε δίλε είλαη κεηαηνπηζκέλε 

ειαθξώο πξνο ηα δεμηά, πξάγκα πνπ νθείιεηαη ζε θαηλόκελα αδξάλεηαο ηα νπνία θάλνπλ κηα αζζελή 

εκθάληζε ζε απηή ηελ πςειή ηαρύηεηα (Syrakos et al., 2014). Δίλαη αμηνζεκείσην όηη ε αζπκκεηξία 

πνπ πξνθαιείηαη από ηελ ειαζηηθόηεηα, παξαηεξνύκελε ζηα απνηειέζκαηα SHB ηνπ ρήκαηνο 3 θαη 

ηνπ Πίλαθα 1, έρεη ηελ αληίζεηε θνξά από ηελ αδξαλεηαθή αζπκκεηξία ησλ απνηειεζκάησλ ΗΒ πνπ 

παξαηεξείηαη ζην ίδην ρήκα θαη ζηνλ ίδην Πίλαθα. Απηό δελ πξνθαιεί έθπιεμε, δεδνκέλεο ηεο 

παξαηήξεζεο όηη ε ειαζηηθόηεηα θαη ε αδξάλεηα ιεηηνπξγνύλ αληαγσληζηηθά (Syrakos et al., 2018). 

Σα απνηειέζκαηα δείρλνπλ επίζεο όηη νη ζηεξενπνηεκέλεο πεξηνρέο είλαη θάπσο κεγαιύηεξεο ζηελ 

πεξίπησζε SHB θαη εηδηθόηεξα ε δηνγθσκέλε ζηεξενπνηεκέλε πεξηνρή ηνπ ππζκέλα σζεί ηελ δίλε 

πξνο ην άλσ ηνίρσκα ζε ζύγθξηζε κε ηελ πεξίπησζε Herschel-Bulkley. Σα πεδία ηαρύηεηαο SHB θαη 

HB είλαη αξθεηά όκνηα, όπσο θαίλεηαη από ηε ζύγθξηζε ησλ γξακκώλ ξνήο, αιιά νη ηα όξηα δηαξξνήο 

(ζύλνξα ξεπζηνπνηεκέλνπ / ζηεξενπνηεκέλνπ πιηθνύ) δηαθέξνπλ ζεκαληηθά. Πξαγκαηνπνηήζακε 

επίζεο πξνζνκνηώζεηο SHB κε απμεκέλεο ηηκέο ηνπ κέηξνπ ειαζηηθόηεηαο G γηα λα δνύκε πόζν 

γξήγνξα ηα απνηειέζκαηα SHB ζπγθιίλνπλ ζηα απνηειέζκαηα HB, θαη παξαηεξήζεθε (ηα 

απνηειέζκαηα δελ παξαηίζεληαη) όηη ην πεδίν ηαρύηεηαο ζπγθιίλεη αξθεηά γξήγνξα, αιιά νη γξακκέο 

απόδνζεο αξγνύλ λα ζπγθιίλνπλ. 

 

 

 
 

σήμα 4: Πεδία ξνήο κε ζπλζήθε νιίζζεζεο ζηα ηνηρώκαηα. 
 

Γεδνκέλνπ όηη ην πήθησκα Carbopol (θαη ηα ημσδνπιαζηηθά πιηθά γεληθόηεξα) είλαη αξθεηά 

νιηζζεξό, πξαγκαηνπνηήζακε επίζεο πξνζνκνηώζεηο κε ζπλζήθε νιίζζεζεο ηύπνπ Navier ζηα 

ηνηρώκαηα. Ο ζπληειεζηήο νιίζζεζεο νξίζηεθε ζε 5×10
–4

 m/Pa.s, ζύκθσλα κε ηα πεηξακαηηθά 

απνηειέζκαηα πνπ αλαθέξνληαη από ηνπο Perez-Gonzalez et al. (2012) γηα έλα πήθησκα Carbopol ηεο 

ίδηαο ζπγθέληξσζεο κε ηε δηθή καο. Σν ρήκα 4 δείρλεη ηα αληίζηνηρα πεδία ξνήο SHB θαη HB. θαη 
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πάιη ην πεδίν ξνήο HB είλαη πην ζπκκεηξηθό, αιιά είλαη ελδηαθέξνλ όηη ηώξα θαη ηα δύν κνληέια 

πξνβιέπνπλ ζηεξενπνηεκέλεο πεξηνρέο κε θηλνύκελν πιηθό ζε επαθή κε ηνπο ηνίρνπο, θάηη πνπ δελ 

είλαη εθηθηό ππό ζπλζήθεο κε-νιίζζεζεο. Όπσο αλακελόηαλ, ε ξνή είλαη αζζελέζηεξε από όηη ζηελ 

πεξίπησζε κε-νιίζζεζεο (νη ηηκέο ψc ζηνλ Πίλαθα 1). 

 

Σέινο, πξαγκαηνπνηήζεθαλ πξνζνκνηώζεηο όπνπ, μεθηλώληαο από ηα απνηειέζκαηα ηεο ζρεδόλ 

ζηαζεξήο θαηάζηαζεο πνπ παξνπζηάζηεθαλ πξνεγνπκέλσο, μαθληθά ε ηαρύηεηα ηνπ άλσ ηνηρώκαηνο 

ηέζεθε ίζε κε κεδέλ (ην θάιπκκα αθηλεηνπνηήζεθε) θαη παξαηεξήζακε ηελ επηβξάδπλζε ηεο ξνήο. 

Τπό απηέο ηηο ζπλζήθεο, είλαη γλσζηό όηη θιαζηθά κνληέια όπσο ην HB πξνβιέπνπλ πιήξε δηαθνπή 

ηεο ξνήο ζε πεπεξαζκέλν ρξόλν (αληίζεηα κε ηα Νεπηνληθά ξεπζηά ησλ νπνίσλ ε ξνή κεηώλεηαη 

ζπλερώο αιιά πνηέ δελ παύεη εληειώο) – βι. Syrakos et al. (2016). Πξάγκαηη, κπνξεί λα απνδεηρζεί 

όηη ζηε ξνή SHB ν ξπζκόο έξγνπ ηνπ ηαλπζηή ηάζεσλ είλαη επαξθνύο κεγέζνπο ώζηε λα κεηαηξέςεη 

όιε ηελ θηλεηηθή ελέξγεηα ηνπ ξεπζηνύ ζε πεπεξαζκέλν ρξόλν. Ωζηόζν, ζε αληίζεζε κε ηελ 

αλειαζηηθή πεξίπησζε HB, ηώξα δελ κεηαηξέπεηαη όιε απηή ε ελέξγεηα ζε ζεξκόηεηα, αιιά κέξνο 

απηήο απνζεθεύεηαη κε ηε κνξθή ειαζηηθήο δπλακηθήο ελέξγεηαο, ε νπνία αξγόηεξα κεηαηξέπεηαη θαη 

πάιη ζε θηλεηηθή ελέξγεηα. Όηαλ ζηεξενπνηεζεί ην ζύλνιν ηνπ πιηθνύ, ην κνληέιν Saramito δελ 

πξνβιέπεη πιένλ θαλέλα κεραληζκό ζθέδαζεο ηεο ελέξγεηαο θαη ε παγηδεπκέλε ελέξγεηα κεηαηξέπεηαη 

ζπλερώο από θηλεηηθή ζε δπλακηθή θαη αληίζηξνθα, θάηη πνπ εθδειώλεηαη κε κηα ζεηξά αιιεπάιεισλ 

ειαζηηθώλ ηαιαληώζεσλ, δεμηόζηξνθσλ θαη αξηζηεξόζηξνθσλ, ζηνλ όγθν ηνπ πιηθνύ. Σν ζρήκα 5 

παξνπζηάδεη ην ηζηνξηθό ησλ θηλεηηθώλ ελεξγεηώλ γηα ηηο πεξηπηώζεηο κε νιίζζεζεο θαη νιίζζεζεο 

όπνπ αξρηθά ε ηαρύηεηα ηνπ θαιύκκαηνο είλαη U = 0.100 m/s (ζηακαηεη θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή t = 

0). Η πξναλαθεξζείζα ηαιαλησηηθή θίλεζε είλαη εκθαλήο θαη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο, αιιά θζίλεη ζηελ 

πεξίπησζε νιίζζεζεο. Απηό εμεγείηαη από ην γεγνλόο όηη, ελώ ζηελ πεξίπησζε κε νιίζζεζεο ε 

ζπλνιηθή ελέξγεηα παγηδεύεηαη απνπζία κεραληζκνύ δηαξξνήο θαη κπνξεί κόλν λα κεηαζρεκαηίδεηαη 

από θηλεηηθή ζε ειαζηηθή θαη αληίζηξνθα, ζηελ πεξίπησζε νιίζζεζεο, αληίζεηα, ππάξρεη έλαο 

κεραληζκόο ζθέδαζεο: είλαη ε ηξηβή κεηαμύ ηνπ πιηθνύ θαη ηνπ ηνίρνπ, θαζώο απηό νιηζζαίλεη πάλσ 

ζηε απηόλ. 

 

 

 

 
 

σήμα 5: Ιζηνξηθό ηεο θηλεηηθήο ελέξγεηα ηνπ εγθιεηζκέλνπ πιηθνύ, θαλνληθνπνηεκέλεο δηα ηελ 

αξρηθή ηεο ηηκή. Ο ρξόλνο πξνζκεηξάηαη από ηελ ζηηγκή ηεο αθηλεηνπνίεζεο ηνπ άλσ ηνηρώκαηνο. 

Απεηθνλίδνληαη απνηειέζκαηα ηόζν γηα ηελ πεξίπησζε ζπλζήθεο κε-νιίζζεζεο ζηα ηνηρώκαηα 

(θόθθηλν), όζν θαη γηα ηελ πεξίπησζε νιίζζεζεο (κπιε). Η αξρηθή ηαρύηεηα ηνπ θαιύκκαηνο, γηα t < 

0, είλαη U = 0.100 m/s. 
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4. ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ 

Παξνπζηάζηεθε κηα κέζνδνο πεπεξαζκέλσλ όγθσλ γηα ηελ πξνζνκνίσζε ειαζην-ημσδνπιαζηηθώλ 

ξνώλ. Η κέζνδνο απνδείρζεθε επηηπρήο γηα ηελ πξνζνκνίσζε ηέηνηαο ξνήο ζε θιεηζηή θνηιόηεηα. Σα 

απνηειέζκαηα ζπγθξίζεθαλ κε απηά ηνπ θιαζηθνύ ημσδνπιαζηηθνύ κνληέινπ Herschel-Bulkley. 

Όζνλ αθνξά ηελ ζηαζεξή ηνπο θαηάζηαζε, ηα πεδία ξνήο κε/ρσξίο ειαζηηθόηεηα είλαη ζρεηηθά όκνηα 

όζνλ αθνξά ην πεδίν ηαρύηεηαο, αιιά παξνπζηάδνπλ κεγαιύηεξε απόθιηζε όζνλ αθνξά ηηο 

ξεπζηνπνηεκέλεο / ζηεξενπνηεκέλεο πεξηνρέο. Η ειαζηηθόηεηα εηζάγεη ζεκαληηθέο δηαθνξέο όζνλ 

αθνξά ηηο πξνβιέςεηο γηα ηελ παύζε ηεο ξνήο, όπνπ ην θιαζηθό ημσδνπιαζηηθό κνληέιν πξνβιέπεη 

ζπλνιηθή παύζε ηεο ξνήο ζε πεπεξαζκέλν ρξόλν ελώ ην ειαζην-ημσδνπιαζηηθό πξνβιέπεη δηαξθείο 

ηαιαλησηηθέο θηλήζεηο. ηα κειινληηθά ζρέδηα πεξηιακβάλεηαη ε ελζσκάησζε ζην κνληέιν θαη 

επηπξόζζεησλ ξενινγηθώλ θαηλνκέλσλ όπσο ε ζημνηξνπία. 
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SIMULATION OF ELASTOVISCOPLASTIC FLOW IN A LID-DRIVEN CAVITY 

 
SUMMARY: We propose a Finite Volume Method for the simulation of elastoviscoplastic flows, 

modelled after the extension to the Herschel-Bulkley model by Saramito [J. Non-Newton. Fluid Mech. 

158 (2009) 154–161]. The method is akin to methods for viscoelastic flows. It is applicable to cell-

centred grids, both structured and unstructured, and includes a novel pressure stabilisation technique 

of the “momentum interpolation” type. Stabilisation of the velocity and stresses is achieved through a 

“both sides diffusion” technique and the CUBISTA convection scheme, respectively. A second-order 

accurate temporal discretisation scheme with adaptive time step is employed. The method is used to 

obtain benchmark results of lid-driven cavity flow, with the model parameters chosen so as to 

represent Carbopol. The results are compared against those obtained with the classic Herschel-Bulkley 

model. Simulations are performed for various lid velocities, with slip and no-slip boundary conditions, 

and with different initial conditions for stress, while the flow cessation is also studied, i.e. the lid is 

suddenly halted and the flow is left to cease. 


